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什么是贝叶斯方法?提到统计，就绕不开概率。

概率是什么?什么决定了概率?这是一个哲学问题。先按下不表，因为我也不会!

一般认为，概率是一个事件发生的可能性大小。

在经典力学的框架下，只要知道了一个系统中各个粒子的初始状态，无论这个系统多么复杂，都
可以根据牛顿经典动力学方程模拟出系统在任何时刻的状态的状态。换句话说，世界是确定的，
毫无随机性可言。

但实际上，我们不可能获得系统所有的信息，只能根据有限的观测数据去猜。怎么猜，就是通过
各种统计建模。

贝叶斯观点认为，概率是一个人对于一个事件发生的信心，即认为一个事件有多大的可能性会发
生。如果认为一定会发生，概率就是1;认为一定不会发生，概率就是0;有可能发生，概率就介于0
-1之间。

这种概率会随着观测数据的变化而变化。一开始我们没有数据，只能根据原有经验猜测一个大概
的概率，称为先验概率
。随着观测数据的
积累，我们会逐渐修正我们的先验概
率，修正后的概率称为后验概率。数据越多，我们的后验概率就越接近于真实的情况。

举个例子，来了一个新同学小明，我们不知道他多过去。如果让我们猜测他期末考试及格的可能
性，因为我们不知道他既往的考试成绩，所以合理的猜测是50%，作为先验概率。后来发现小明
几乎不去上课，去了也是碎觉，我们可以认为他是个学渣，期末考试“十有八九”不及格。结果
小明期末考试分数很高，那么我们对他的考试能力可能会有改观。如果小明第二次、第三次都考
得很好，我们可能会认为他是学神，妈妈再也不用担心他的考试成绩了。
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说了这么多，我们来简单推导贝叶斯的公式。

假设A、B是两个事件，两者同时发生的概率记为P(AB)。

分步来看，AB同时发生的概率=A发生的概率×A发生的情况下B发生的概率。

写成公式就是：

P(AB) = P(A)P(B|A)

这里的AB是对称的，所以也可以写成：

P(AB) = P(B)P(A|B)

也就是说：

P(A)P(B|A) =P(B)P(A|B)

两边除以P(A):

P(B|A) = (P(B)P(A|B)) / P(A)
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这就是贝叶斯公式的基本形式。

在实际应用中，我们把B称为假设，用H表示，把A称为证据或数据，用D表示，贝叶斯公式变成
：

P(H|D) = (P(H)P(D|H)) / P(D)

我们从另外的角度来看这个公式：

(1)左边的P(H|D)是指在证据的情况下假设发生的概率，称为后验概率。

(2)右边的P(H)是在没有任何证据的情况下H发生的概率，称为先验概率。

(3)右边的P(D|H)是在该假设发生的情况下，出现该证据的概率，称为似然度。

(4)右边的P(D)是一个归一化因子，保证所有概率之和等于1。数值上来说，它等于所有假设下先
验概率与似然度乘积的和，即所有假设下分子的和。

其中后验概率是我们想知道的，先验概率是已知的，似然度也可以根据已知的数据去算得。

这里解释一下什么是假设。假设是一个随机变量的所有可能发生的情况，比如考试结果有及格和
不及格两种情况，及格或不及格都是考试结果的一种假设。这里的假设要满足两个条件：

(1)互斥性：及所以假设中最多只有一个假设会发生。

(2)完备性：假设必须包含所有情况，且至少有一个假设会发生。

贝叶斯推断的步骤：

贝叶斯的典型应用是求某一个特定假设的后验概率。

(1)第一步：找出所有可能的假设。

(2)第二步：求出所有假设的先验概率。

(3)第三步：求出所有假设的似然度。

(4)第四步：对于各种假设，用先验概率乘以似然度，然后归一化，根据贝叶斯公式求出后验概
率。

下面举一个经典的烂大街的例子来说明贝叶斯公式的应用过程。

已知某种疾病在人群中的患病率为1/10000，现在发明了一种新的检测方法用于诊断该疾病。这
种方法测定1000名患者，结果显示其中阳性者999例，阴性者1例;又测定了1000名正常人，其中阴
性者995例，阳性者5例。请问：对于一个人，该检测结果为阳性，请问患病的概率是多少。
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在回答这个问题之前，我们把检测方法整理为一个四格表：

 患病  未患病
 结果为阳性  999  5

 结果为阴性  1  995
容易求出：
该检查方法的：
敏感性 = 999/1000 = 0.999
特异性 = 995/1000 = 0.995
阳性预测值 = 999/（999+5） = 0.995
阴性预测值 = 995/（995+1） = 0.999
从检查效果的角度来讲，这个检测方法已经非常好了，敏感性、特异性都非常好。

回到问题中，这个结果为阳性的患者患病的概率是多少呢？
一个简单粗暴的回答是：999/（999+5） = 0.995，即阳性预测值。

真的是这样吗？
如果我们考虑先验概率，结果就大不一样，因为这个病在人群中发生的概率很低！

我们用贝叶斯来计算：
这里的假设有两个：患病与不患病，先验概率都知道。似然度可以根据检验方法的数据来计算。
 假设H  证据D  先验概率P(H

)
 似然度P(D|H
)

 归一化因子P(
D)

后验概率P(H|D
)

 患病  阳性  0.0001  0.999(999/100
0)

 0.0051  0.02

 未患病  阳性  0.9999  0.005(5/1000)  0.0051  0.98
可以看出，患病的概率为2%，不患病的概率为98%！
那是不是说明这个检测方法没有用呢？当然不是！检测前，患病概率是0.01%，检测阳性后，患
病概率增加为2%，提高了200倍。
这个时候该怎么办？复查一次！

如果还是阳性，结果将如何。这时的先验概率就变成了0.02。
重复上面的计算过程：  假设H  证据D  先验概率

P(H)
 似然度P(
D|H)

 归一化因
子P(D)

后验概率P(
H|D)

 患病  阳性  0.02  0.999(999/
1000)

 0.025  0.80

 未患病  阳性  0.98  0.005(5/10
00)

 0.025  0.20
 

这时患病概率上升至80%！
再复查一次，仍为阳性！  假设H  证据D  先验概率

P(H)
 似然度P(
D|H)

 归一化因
子P(D)

后验概率P(
H|D)

 患病  阳性  0.8  0.999(999
/1000)

 0.8  0.999

 未患病  阳性  0.2  0.005(5/1
000)

 0.8  0.001
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患病概率上升至99.9%！

对于不寻常的事情，需要不寻常的证据！ 

更多 统计方法 请访问 https://www.iikx.com/news/statistics/
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